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СЕРИЯ «ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАТИКА» 

Выпуск 6 * 2020 
ПРИКЛАДНЫЕ ВОПРОСЫ 
ДИСКРЕТНОГО АНАЛИЗА 

УДК 373.167.1:519.1:004.9 

ИЗУЧЕНИЕ АЛГОРИТМОВ НА ГРАФАХ ПРИ ПОМОЩИ  

ДЕМОНСТРАЦИОННЫХ УЧЕБНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Е. Ю. Кузьмина
1
, О. В. Кузьмин

2
, М. В. Лавлинский

3
 

Аннотация. Рассматривается возможность применения демонстрационных 

учебных моделей программного комплекса по разделу «Введение в теорию графов» 

при изучении алгоритмов на графах: обход графа, поиск кратчайшего остова и поиск 

кратчайшего пути.  

Ключевые слова: теория графов, программный комплекс, обход графа, крат-

чайший остов, кратчайший путь, поиск в глубину, поиск в ширину, алгоритм Прима, 

алгоритм Краскала, алгоритм Дейкстры, алгоритм Флойда – Уоршелла.  

 
STUDYING ALGORITHMS ON GRAPHS BY USING 

 DEMO TRAINING MODELS 

E. Yu. Kuzmina, O. V. Kuzmin, M. V. Lavlinsky 

Abstract. The possibility of applying the demonstration training models of the 

software package for the section “Introduction to graph theory” in the study of graph algo-

rithms is considered: graph traversal, search for the shortest frame and search for the short-

est path.  

Keywords: Graph theory, software package, graph traversal, shortest skeleton, 

shortest path, depth search, breadth-first search, Prym algorithm, Kraskal algorithm, Dijks-

tra algorithm, Floyd–Warshell algorithm.  

 

Отправной точкой в развитии теории графов считается 1736 г. В 

этом году российский ученый швейцарского происхождения Леонард 

Эйлер сформулировал решение задачи о кёнигсбергских мостах. Выда-

ющийся ученый нашел и обосновал правило для решения задачи, кото-

рое стало первым положением теории графов. Правда, сам термин 

«граф», который ввел английский математик Джеймс Джозеф Сильвестр, 

появился только в 1878 г. [3; 6; 15].  
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На современном этапе развития теория графов находит широкое 

применение в различных науках и сферах жизни: математике, информа-

тике, химии, биологии, физике, экономике и т. д. [1; 2; 14]. Поэтому не 

удивительно, что графы начинают изучать уже в школе, а задачи с ними 

встречаются в государственных экзаменах по информатике. Например, в 

основном государственном экзамене по информатике (ОГЭ) это задания 

3 и 11, в едином государственном экзамене по информатике (ЕГЭ) зада-

ния 3, 15, 22 и 26 [4; 5].  

Как правило, основы теории графов включаются в базовый курс 

информатики, но очевидно, что в рамках одного, двух или даже трёх 

уроков, предусмотренных образовательными программами, сложно 

сформировать у учащихся достаточный уровень компетенций. В Лицее 

ИГУ г. Иркутска эта проблема решается введением дополнительного 

учебного курса «Дискретная математика» (вариативная часть учебного 

плана), в котором один из разделов – «Теория графов» [12]. Также воз-

можно увеличение часов на изучение теории графов в классах с углуб-

ленным изучением информатики.  

Однако даже если необходимые часы на изучение раздела будут 

найдены, у учителя могут возникнуть проблемы, связанные с недоста-

точным количеством учебно-методической литературы. Поэтому для 

курса «Дискретная математика» нами был разработан программный 

комплекс по разделу «Введение в теорию графов» (рис. 1) [11; 13; 16]. 

Получить доступ к данной разработке можно по следующей ссылке: 

https://cloud. mail. ru/public/3g8y/3L2ZmuPCg.  

 

 

Рис. 1. Стартовое окно и меню выбора учебных моделей  

программного комплекса к элективному курсу «Дискретная математика»  

по разделу «Введение в теорию графов» 

https://cloud.mail.ru/public/3g8y/3L2ZmuPCg
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В данной статье мы рассмотрим возможность применения демон-

страционных учебных моделей программного комплекса по разделу 

«Введение в теорию графов» при изучении алгоритмов на графах.  

Демонстрационная учебная модель 

 «Обходы графов» 

Обход графа – систематический перебор вершин графа такой, что 

каждая вершина просматривается только один раз [7; 8].  

Предполагается, что учащиеся перед применением учебной модели 

знакомятся с необходимой теорией по обходам графа, например исполь-

зуя теоретические блоки рассматриваемого программного комплекса 

(рис. 2–4).  

 

Рис. 2. Окно «Обход графа в глубину (DFS)» 

 

Рис. 3. Окно «Обход графа в ширину (BFS)» 
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Рис. 4. Окно «Эйлеров путь» 

После открытия стартового окна модели «Обходы графов» (Рис. 5. 

у пользователя появится возможность создать случайный граф либо ис-

пользовать имеющуюся матрицу смежности для конкретной задачи, 

предварительно сохранив её в txt-формате (Рис. 6.).  

 

Рис. 5. Стартовое окно модели «Обходы графов» 

 

Рис. 6. Пример матрицы смежности для графа  

с 5 вершинами, сохраненной в txt-формате 
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После того как выбран способ создания графа, мы получим его ви-

зуализацию в левой части и матрицу смежности в правой части окна про-

граммы (рис. 7). Теперь можно перейти к реализации алгоритмов обхода 

графа.  

 

Рис. 7. Визуализация графа с 5 вершинами 

Поиск в глубину 

Идея алгоритма обхода в глубину (Depth First search, DFS) в том, 

что сначала посещается первая вершина, затем необходимо идти вдоль 

рёбер графа до попадания в тупик. Вершина графа является тупиком, ес-

ли все смежные с ней вершины уже посещены. После попадания в тупик 

нужно возвращаться назад вдоль пройденного пути, пока не будет обна-

ружена вершина, у которой есть ещё смежная непосещённая вершина, а 

затем необходимо двигаться в этом направлении. Алгоритм будет завер-

шён после возвращения в начальную вершину [7; 8].  

Рассмотрим, как учитель сможет показать данный алгоритм с по-

мощью учебной модели (см. рис. 7). После нажатия на кнопку «Обход в 

глубину» нужно будет выбрать номер вершины для начала обхода. Вы-

берем, например, вершину «1» (рис. 8). В результате получим последова-

тельность вершин графа для обхода в глубину (рис. 9). Далее можно 

продемонстрировать обход пошагово с помощью кнопки «Демонстрация 

обхода в глубину». Произойдёт изменение окраски вершин графа в зави-

симости от шага алгоритма (рис. 10). Далее учитель может изменить 

начальную вершину графа, задать граф-дерево или несвязный граф и 

продемонстрировать особенности обхода в данных случаях.  

 

Рис. 8. Диалоговое окно для ввода вершины алгоритма обхода графа в глубину 
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Рис. 9. Результат работы алгоритма обхода в глубину 

 

Рис. 10. Демонстрация обхода в глубину 

Поиск в ширину 

Идея алгоритма обхода в ширину (Breadth First Search, BFS) состо-

ит в том, что после посещения первой вершины посещаются все сосед-

ние с ней вершины. Потом посещаются все вершины, находящиеся на 

расстоянии двух ребер от начальной. При каждом новом шаге посеща-

ются вершины, расстояние от которых до начальной на единицу больше 

предыдущего [7; 8].  

Рассмотрим, как учитель сможет показать данный алгоритм с по-

мощью учебной модели (см. рис. 7). После нажатия на кнопку «Обход в 

ширину» нужно будет выбрать номер вершины для начала обхода. Вы-

берем, например, вершину «1» (рис. 8). В результате получим последова-

тельность вершин графа для обхода в ширину (рис. 11). Далее можно 

продемонстрировать обход пошагово с помощью кнопки «Демонстрация 
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обхода в ширину». Произойдёт изменение окраски вершин графа в зави-

симости от шага алгоритма. Далее учитель может изменить начальную 

вершину графа, задать граф-дерево или несвязный граф и продемонстри-

ровать особенности обхода в данных случаях.  

 

 

Рис. 11. Результат работы алгоритма обхода в ширину 

Эйлеров путь 

В демонстрационную учебную модель «Обходы графов» добавлена 

также возможность определения существования эйлерова пути, т. е. пу-

ти, проходящего по всем рёбрам графа, и притом только по одному разу. 

Таким образом, можно сразу продемонстрировать применение алгорит-

мов для обхода графов (рис. 12).  

 

Рис. 12. Результат работы алгоритма определения 

 существования эйлерова пути 
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Демонстрационная учебная модель  

«Кратчайшие остовы» 

В связном взвешенном неориентированном графе кратчайший 

остов – остовное дерево этого графа, имеющее минимальный возможный 

вес, где под весом дерева понимается сумма весов входящих в него ребер.  

Предполагается, что учащиеся перед применением учебной модели 

знакомятся с необходимой теорией по кратчайшим остовам, например 

используя теоретические блоки рассматриваемого программного ком-

плекса (рис. 13–15). 

Переходим в демонстрационную учебную модель «Кратчайшие 

остовы». Создадим граф, заданный случайным образом (Рис. 16.). Теперь 

можно перейти к реализации алгоритмов Прима и Краскала для поиска 

кратчайших остовов.  

 

Рис. 13. Окно «Кратчайшие остовы (определения)» 

 

Рис. 14. Окно «Алгоритм Краскала» 
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Рис. 15. Окно «Алгоритм Прима» 

 

Рис. 16. Визуализация графа с 10 вершинами,  

созданного случайным образом 

Алгоритм Прима 

Идея алгоритма состоит в том, что сначала берётся произвольная 

вершина и находится ребро, инцидентное данной вершине и обладающее 

наименьшей стоимостью. Найденное ребро и соединяемые им две 

вершины образуют дерево. Далее рассматриваются рёбра графа, один 

конец которых уже принадлежащая дереву вершина, а другой – нет; из 

этих рёбер выбирается ребро наименьшей стоимости. Выбираемое на 

каждом шаге ребро присоединяется к дереву. Рост дерева происходит до 

тех пор, пока не будут исчерпаны все вершины исходного графа.  

В учебной модели есть возможность получить рёбра кратчайшего 

остова и их вес, вес кратчайшего остова, количество сравнений и 

присваиваний (рис. 17), а также визуализацию кратчайшего остова 

(рис. 18).  
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Рис. 17. Результат работы алгоритма Прима 

 

Рис. 18. Визуализация кратчайшего остова,  

найденного при помощи алгоритма Прима 

Алгоритм Краскала 

Вначале текущее множество рёбер устанавливается пустым. Затем, 

пока это возможно, проводится следующая операция: из всех рёбер, до-

бавление которых к уже имеющемуся множеству не вызовет появление в 

нём цикла, выбирается ребро минимального веса и добавляется к уже 

имеющемуся множеству. Когда таких рёбер больше нет, алгоритм за-

вершён. Подграф данного графа, содержащий все его вершины и 

найденное множество рёбер, является его остовным деревом минималь-

ного веса.  

В учебной модели есть возможность получить рёбра кратчайшего 

остова и их вес, вес кратчайшего остова, количество сравнений и 

присваиваний (рис. 19), а также визуализацию кратчайшего остова (рис. 20).  
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Рис. 19. Результат работы алгоритма Краскала 

 

Рис. 20. Визуализация кратчайшего остова,  

найденного при помощи алгоритма Краскала 

Демонстрационная учебная модель  

«Кратчайшие пути» 

Задача о кратчайшем пути – задача поиска самого короткого пути 
между двумя вершинами на графе, в которой минимизируется сумма ве-
сов рёбер.  

Перед тем как использовать учебную модель, учащиеся знакомятся с 
необходимой теорией по кратчайшим путям, например используя теорети-
ческие блоки рассматриваемого программного комплекса (рис. 21–23).  

Переходим в демонстрационную учебную модель «Кратчайшие 
пути». Создадим случайный граф (см. рис. 16). Теперь можно перейти к 
реализации алгоритмов Дейкстры и Флойда – Уоршелла для поиска 
кратчайших путей.  
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Рис. 21. Окно «Кратчайшие пути (определения)» 

 

Рис. 22. Окно «Алгоритм Дейкстры» 

 

Рис. 23. Окно «Алгоритм Флойда – Уоршелла» 
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Рис. 24. Визуализация графа с 7 вершинами, 

 созданного случайным образом 

Алгоритм Дейкстры 

В учебной модели есть возможность, используя алгоритм 
Дейкстры, найти кратчайшие пути и их визуализировать из первой вер-
шины во все остальные (рис. 25–27).  

 

Рис. 25. Результат работы алгоритма Дейкстры 

 

Рис. 26. Окно ввода номера вершины, до которой алгоритм 

 Дейкстры будет определять кратчайший путь от начальной 
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Рис. 27. Визуализация кратчайшего пути 

Алгоритм Флойда – Уоршелла 

В учебной модели есть возможность, используя алгоритм Флойда – 

Уоршелла, найти кратчайшие пути и их визуализировать из любой вер-

шины в любую другую. Кроме того, выводится количество операций 

сравнения и присваивания для обоих алгоритмов (рис. 28).  

 

Рис. 28. Результат работы алгоритма Флойда – Уоршелла 

 

Таким образом, применение учебных демонстрационных моделей 

может дать дополнительные возможности при изучении такого интерес-

ного и актуального раздела, как «Алгоритмы на графах». 
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